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Le baréme est dénné & titre indicatif.
Le condidat est invité & lire le sujet dans son intégralité.

Exercice 1. (6 points)

On fixe o € R%. Pour n € N, on définis
Jo R R,z = n%2™(1 —2).

1. (a) (0,25 points) Montrer que la suite (f,(1))nz0 converge et calculer sa limite.
(b) (0,56 points) Montrer que pour = € R avec |z| > 1, la suite {fn(z))nso De
converge pas.

(c) (0,5 points) Montrer que pour z €] — 1, 1\{0}, la suite (f,(z))nso converge et
calculer sa limite.
(d) (0,5 points) Déterminer 'ensemble D = {z € R; la suite {f(x))nso converge }.
{e) (0,5 points) Montrer que la suite (f,),s0 converge simplement sur D vers une
fonction f: D — R que l'on précisera.
2. On s’intéresse dans la suite aux fonctions f, et f sur lintervalle Dy = [0, 1].
(a) Onfixen e N, n 2 2.
1. (0,5 points) Calculer la dérivée de f, sur Dy, puis son signe.
ii. (0,5 points) En déduire le tableau de variations de f, sur Dy.
iii. (0,5 points) Calculer M, = maxsep, |fa(z) — f(z)|.

b) On souhaite (re)démontrer que {-2-)" — =1 lorsque n — +oco.
n—+1

i. (0,25 points) Rappeler le développement limité a l'ordre 1 de z — In(1+ )
au voisinage de 0. On ne demande pas de démonstration.
ii. (0,5 points} En déduire la limite de nln (1 — -35).
ii. {0,5 points) Conclure.
(¢) (0,5 points) Btudier la convergence de 27 suivant les valeurs de o € R,

(d) (0,5 points) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,)n»g vers f sur Dy,
suivant les valeurs de o.



Exercice 2. (4 points)

On souhaite calculer 'intégrale

5
I = /3 L 5.
1 (z+v2?-1)

1. Soit A: [1,+o0[—= R,z — 22 — 1.
(a) (0,25 points) Montrer que h est strictement croissante et calculer lim,_, o0 h(z).
(b) (0,25 points) On s’intéresse au graphe de A dans un repére orthonormé.

Montrer que le graphe de A reste toujours en-dessous de la droite d’équation
y =1z
(c) (0,5 points) On donne les valeurs approchées v2 2~ 1,4; v/3 ~1,7; V5 =~ 2,2.
Tracer le graphe de h sur I'intervalle [1, 5], dans un repére orthonormé.
(d) (0,5 points) On fixe u € [1, +oco[. Calculer Vabscisse du point d’intersection du
graphe de h avec la droite d’équation y = —z -+ u. -
2. Soit ¢ : [1, +oo[— R, u — 22,
(a) (0,25 points) Calculer la dérivée de .
(b) (0,5 points) Montrer que  est une bijection de [1,+o0| sur [1, +col.
(c) (0,25 points) Résoudre I'équation @(u} = 3 sur [1, +o0l.
. (0,5 points) Faire le changement de variable z = ¢(u) dans 'intégrale I.
. (0,5 points) En déduire la valeur de [.

. (0,5 points) Montrer que l'intégrale impropre
q

=

It

—+oa
/ ! Az
1 (a:—(—\/x? — 1)

converge et calculer sa valeur.



Exercice 3. (6 points)

L’ensemble des matrices réelles a m lignes et n colonnes est noté M, ,(R), la transposée
d'une matrice M € M, »(R) est notée MT € M, .(R).
On note (-, le produit scalaire sur R?, d.e. on a (w,w’) = wla' = Yo, w.w, pour
1)i € R3, et on note | - | la norme euclidienne : |w| = /{w,w) =

w = (w;)w = (w
3
VwTaw = /> w? .

7
On note 73 la matrice identité de taille 3.

1 0 0
La base canonique de R* est notée C = (e, e, e3) = 0t,[1),10
0 0 1
Soit la matrice
! Vv3 0 1
A= 2 0o -2 0
-1 0 3

On note f ’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est A.

1. (0,8 points} Calculer le polyn6me caractéristique ya(X) = det(X.J; — A) de A.
(0,25 points) Quelles sont les valeurs propres de la matrice A?
(0,25 points) Trouver un vecteur propre v; de A pour la valeur propre —1.
(0,25 points) Montrer que la matrice A est orthogonale.
(0,5 points) En déduire que pour tout v,w € R?, < f(v), f(w) >=< v,w >.

> w0 o

(0,5 points) Justifier que f est bijective et trouver la matrice de son inverse !
dans la base canonique.

7. (0,5 points) On note E Porthogonal de vy i.e. E = {v € R* < v,v >=0}.
Montrer que £ est stable par Papplication f, c’est-a-dire que f(E)} C E.

8. (0,25 points) Trouver une base orthonormée B de E.

9. (0,5 points) On note f|g la restriction de f & K.
Déterminer la matrice B de f|g dans la base B.

cos(f} — sin(f)
sin(6)  cos(f)
11. (0,25 points) Quelle transformation géométrique subit un vecteur v € F lorsqu’on

lui applique f7

10. (0,5 points) Trouver un réel § € [0, 2 tel que la matrice B soit égale & (

12. (0,5 points) Soit D la famille de vecteurs composée de v, et des vecteurs de C.
“Montrer que D est une base de R®.

13. (0,25 points) Donner la matrice de f dans la base D.
14. (0,5 points) La matrice A est-elle diagonalisable sur R? Sur C?
15. (0,5 points) Sans faire de calculs, déterminer la transformation f = fo fo--- o f.

composée 12 foig



Exercice 4. ({ points)

On fixe n = 1 et on définit la fonction

FiU—= R (z)1cicn — Y zilln{z;) — 1)
i=1
avec U = (R%)™
On s’intéresse & la recherche des minimums éventuels de f sur /.
L (x)
1. (a) (0,25 points) Calculer le gradient V{z) = : de f en un point z = (z;};
£

Bzn

de I/,

(b) (0,5 points) En déduire que [ admet un unique point critique sur .
On le note a dans la suite. '

2 32
) (@)
(c) (0,25 points) Calculer la hessienne H;(x) = ; : | en
2 2

un point z € U.

(d) (0,25 points) Montrer que la fonction z —+ z{In{z) — 1) est tonjours supérieure
a --1 sur R%.

(e} (0,25 points) Calculer f(a).

(f) (0,5 points) Conclure que a est un minimum global de f sur U. Y a-t-il d’autres
minimums locaux ?

2. On s’intéresse & la convergence de l'algorithme du gradient : on fixe u° € R* et un
pas p € R% et on définit la suite (v*)is0 par w1 = uF — V{uF). On étudie des
~ conditions pour assurer que la suite (u*);so converge vers a.
Dans la suite on note || - | la norme sur R™ définie par |z]e = maxicicn [2i]-

(a) (0,5 points) Montrer que pour tout k € N on a vft! —a = (Id — p.V;)(uF) —
(Id — p.V¢)(a) ou Id est Videntité de R™.

(b) (0,5 points) On note g: RS - R,z — xr — pln(x).
Justifier que pour ' > = > 0 on a |g{z") — g(z)| < (Max.cje |l — 2]) |2 — z].

(c) (0,5 points) On suppose dans la suite que p < 1.
Déduire que pour z,2" € J = [£, 3] avec = € 2’ on a |g(a’) — g(z)| <
(1= —al.

(d) (0,5 points) Conclure que pour v’ € J*, la suite (u*); converge vers a.



